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Abstract:  This paper will discuss new quadrilateral in normed space. There are three theorems that have been proven in the 

Euclid space. These three theories will be developed and expanded in the named space.  
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1. INTRODUCTION  

Norm space is a vector space in which a normed 

function is defined. 

Definition  1. 

Let   be a vector space over a field  , if defined association 
‖   ‖        , who fulfills ; 

 

a. ‖ ‖     for each          

b. Jika       and ‖ ‖    and only if     

c. ‖  ‖   | |‖ ‖ for each      and       
d. ‖   ‖  ‖ ‖  ‖ ‖ for each          

Pair of vector spaces with norm functions is called normed 

space , symbolized by   (  ‖  ‖) [4,5,6,7] 

Let (  ‖  ‖) be  a vector space over a field   , for 

each        defined as a nonlinear function on     : 

 

 〈   〉   ‖ ‖
  ‖ ‖  ‖   ‖  

Of the norms possessed  : 

   |‖ ‖  ‖ ‖|   ‖   ‖  
  ‖ ‖   ‖ ‖‖ ‖  ‖ ‖    ‖   ‖                             

                                  〈   〉      ‖ ‖ ‖ ‖                        
                   ‖   ‖  (‖ ‖  ‖ ‖)  

 ‖   ‖  ‖ ‖  ‖ ‖    ‖ ‖‖ ‖                           
                                   〈   〉    ‖ ‖‖ ‖                         

From the equation (1.1) and (1.2) this means                 

|〈   〉|  ‖ ‖‖ ‖, for each          
 

Theorem  1.  Let (  ‖  ‖) be a normed space over a field  , 

for each        defined as a nonlinear function on   

[1,2,3,9] : 

 

 〈   〉   ‖ ‖
  ‖ ‖  ‖   ‖  

then the following statement is equivalent : 

1. |〈   〉 |   ‖ ‖‖ ‖ 
2. ‖   ‖  ‖ ‖  ‖ ‖ 

3. |‖ ‖  ‖ ‖|  ‖   ‖ 

Proof : 

(    )  ‖   ‖  ‖ ‖  ‖ ‖   |〈   〉 |   
                                 ‖ ‖  ‖ ‖   ‖ ‖‖ ‖ 
                                  (‖ ‖  ‖ ‖)  
                                ‖   ‖  ‖ ‖  ‖ ‖ 
(    ) Note that   ‖ ‖  ‖(   )   ‖ 
                                                        ‖   ‖  ‖ ‖ 
                                (‖ ‖  ‖ ‖)  ‖   ‖                   1.3                                                       

                                               ‖ ‖  ‖(   )   ‖ 
                                                        ‖   ‖  ‖ ‖ 

                             – (‖ ‖  ‖ ‖)  ‖   ‖                    1.4                                                    

From the equation  (1.3)  dan (1.4) can be concluded that    

|‖ ‖  ‖ ‖|  ‖   ‖ 
 (    )  Note that   |‖ ‖  ‖ ‖|    ‖ ‖  ‖ ‖  
 ‖ ‖‖ ‖ 

                                                                ‖   ‖   
                ‖ ‖  ‖ ‖  ‖   ‖   ‖ ‖‖ ‖   
                                               〈   〉    ‖ ‖‖ ‖     
                                                    〈   〉  ‖ ‖‖ ‖           1.5                        

Meanwhile              ‖   ‖  (‖ ‖  ‖ ‖)  
                                                     ‖ ‖  ‖ ‖   ‖ ‖‖ ‖ 

     ‖ ‖  ‖ ‖  ‖   ‖   ‖ ‖‖ ‖   
                                     〈   〉    ‖ ‖‖ ‖ 
                                        〈   〉   ‖ ‖‖ ‖                     1.6 

From the equation  (1.5)  and  (1.6)   can be concluded that   

|〈   〉 |   ‖ ‖‖ ‖                            1.7 

From the equation (1.7) The defined angle in a normed space 

called Wilson's angle : 

For each         * + , defined Wilson's angle :  

  (   )        (
‖ ‖  ‖ ‖  ‖   ‖

 ‖ ‖‖ ‖
) 

2. RESULT 

This research will develop a quadrilateral understanding 

in Euclid's space into a normed space. On this occasion 

Wilson's angle will be used to form a rectangle. This paper 

will describe at least three traits and several examples. 
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Definition 2. Let (  ‖  ‖) be a normed space over a field  . 

Defined       ,       - is a set of vectors*       + who 

fulfills         with           * + which is 

equipped with an angle   (   ),   (    ),   (    ), 
  (   )  
Example . 

Let    ,   -   *  |   ,   -     + be with    is the 

function integrated in ,   -  Space   ,   -  forming normed 

spaces with norms : 

‖ ‖   (∫| ( )|     

 

 

)

   

 

 Choose  ( )         ( )         ( )        and  

 ( )          then the four vectors form  ,       -  

With each norm is.  

‖ ( )‖   (∫|   |    

 

 

)

   

       

‖ ( )‖   (∫|    |    

 

 

)

   

       

‖ ( )‖   (∫|  |    

 

 

)

   

       

‖ ( )‖   (∫|     |    

 

 

)

   

       

Theorem 1.  Let (  ‖  ‖) be a normed space over a field  . 

In rectangles  ,       - rules apply   (   )  

  (    )     if and only if :  

     (   )  
 √(  ‖ ‖)(  ‖ ‖)(  ‖ ‖)(  ‖ ‖)

‖ ‖‖ ‖  ‖ ‖‖ ‖
 

Proof. 

 ( )   region  ,       - = region  ,     - +  region 

 ,     - 

                                                =  
 

 
‖ ‖‖ ‖     (   )  +   

                                                       
 

 
‖ ‖‖ ‖     (    ), 

  because    (   )       (    )   then  : 

     (   )     (      (    ))                                     

                             (   )       (    )  as a result  : 

‖ ‖‖ ‖     (   ) + ‖ ‖‖ ‖     (    ) =  

(‖ ‖‖ ‖  ‖ ‖‖ ‖)     (   )  

Meanwhile : 

 ‖ ‖  ‖ ‖   ‖ ‖‖ ‖      (   )  ‖ ‖
   ‖ ‖  

‖ ‖   ‖ ‖‖ ‖      (    ) 

                           because        (    )        (   )  

then  : 

 ‖ ‖  ‖ ‖   ‖ ‖‖ ‖      (   )  ‖ ‖
   ‖ ‖  

‖ ‖      ‖ ‖‖ ‖      (   )                           

So that it is obtained  : 

     (   )  
‖ ‖  ‖ ‖  ‖ ‖  ‖ ‖ 

 (‖ ‖‖ ‖  ‖ ‖‖ ‖)
 

pay attention  :        (   )       
   (   ) 

   (
‖ ‖  ‖ ‖  ‖ ‖  ‖ ‖ 

 (‖ ‖‖ ‖  ‖ ‖‖ ‖)
)

 

 

  
* (‖ ‖‖ ‖  ‖ ‖‖ ‖)+ 

 (‖ ‖‖ ‖  ‖ ‖‖ ‖) 
                     

 
  *‖ ‖  ‖ ‖  ‖ ‖  ‖ ‖ + 

 (‖ ‖‖ ‖  ‖ ‖‖ ‖) 
 

   
 (‖ ‖‖ ‖  ‖ ‖‖ ‖)

 (‖ ‖‖ ‖  ‖ ‖‖ ‖)
 
(‖ ‖  ‖ ‖  ‖ ‖  ‖ ‖ )

 (‖ ‖‖ ‖  ‖ ‖‖ ‖)
 

 
 (‖ ‖‖ ‖  ‖ ‖‖ ‖)

 (‖ ‖‖ ‖  ‖ ‖‖ ‖)
 
(‖ ‖   ‖ ‖‖ ‖  ‖ ‖ )

 (‖ ‖‖ ‖  ‖ ‖‖ ‖)
 

 
(‖ ‖    ‖ ‖‖ ‖  ‖ ‖ )  (‖ ‖   ‖ ‖‖ ‖  ‖ ‖ )

 (‖ ‖‖ ‖  ‖ ‖‖ ‖)
 

 
*(‖ ‖  ‖ ‖)  (‖ ‖  ‖ ‖) +

 (‖ ‖‖ ‖  ‖ ‖‖ ‖)
 

 
*(‖ ‖  ‖ ‖)  (‖ ‖  ‖ ‖) +

 (‖ ‖‖ ‖  ‖ ‖‖ ‖)
 

 
(‖ ‖  ‖ ‖  ‖ ‖  ‖ ‖)(‖ ‖  ‖ ‖  ‖ ‖  ‖ ‖)

 (‖ ‖‖ ‖  ‖ ‖‖ ‖)
 

 
(‖ ‖  ‖ ‖  ‖ ‖  ‖ ‖)(‖ ‖  ‖ ‖  ‖ ‖  ‖ ‖)

 (‖ ‖‖ ‖  ‖ ‖‖ ‖)
 

Let      ‖ ‖  ‖ ‖  ‖ ‖  ‖ ‖ , be then  : 

      (   )

 
 (  ‖ ‖) (  ‖ ‖) (  ‖ ‖) (  ‖ ‖)

 (‖ ‖‖ ‖  ‖ ‖‖ ‖) 
 

     (   )  
 √(  ‖ ‖)(  ‖ ‖)(  ‖ ‖)(  ‖ ‖)

‖ ‖‖ ‖  ‖ ‖‖ ‖
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 ( )   

      (   ) 

 
 (  ‖ ‖) (  ‖ ‖) (  ‖ ‖) (  ‖ ‖)

 (‖ ‖‖ ‖  ‖ ‖‖ ‖) 
 

 
 (  ‖ ‖)(  ‖ ‖)(  ‖ ‖)(  ‖ ‖)

(‖ ‖‖ ‖  ‖ ‖‖ ‖) 
 

 
(‖ ‖  ‖ ‖  ‖ ‖  ‖ ‖)(‖ ‖  ‖ ‖  ‖ ‖  ‖ ‖)

‖ ‖‖ ‖  ‖ ‖‖ ‖
 

 
(‖ ‖  ‖ ‖  ‖ ‖  ‖ ‖)(‖ ‖  ‖ ‖  ‖ ‖  ‖ ‖)

‖ ‖‖ ‖  ‖ ‖‖ ‖
 

 

    (
‖ ‖  ‖ ‖  ‖ ‖  ‖ ‖ 

 (‖ ‖‖ ‖  ‖ ‖‖ ‖)
)

 

 

                              (    ) 
                            (    ) 
Thus because        (   )       (    )  and 

  (   )   (    )  ,   -   then       (   )  
  (    )        

Theorem 2.  Let (  ‖  ‖) be a normed space over a field  . 

In    ,       -   then the rules apply:  

  (    )    (   )         ‖   ‖‖   ‖  

 ‖ ‖‖ ‖  ‖ ‖‖ ‖ 

Proof.  

( )  Let    (    )    (   )   , be 

Will be shown  ‖ ‖‖ ‖  ‖ ‖‖ ‖  ‖ ‖‖ ‖ 

Because  : 

     (    )   
‖ ‖  ‖ ‖  ‖ ‖  ‖ ‖ 

 (‖ ‖‖ ‖  ‖ ‖‖ ‖)
 

Then   : 

                              

‖ ‖  ‖ ‖  ‖ ‖   ‖ ‖‖ ‖      (    ) 

 ‖ ‖  ‖ ‖   ‖ ‖‖ ‖ {
‖ ‖  ‖ ‖  ‖ ‖  ‖ ‖ 

 (‖ ‖‖ ‖  ‖ ‖‖ ‖)
} 

 
*‖ ‖  ‖ ‖ +‖ ‖‖ ‖  ‖ ‖‖ ‖*‖ ‖  ‖ ‖ +

‖ ‖‖ ‖  ‖ ‖‖ ‖
 

 
*‖ ‖‖ ‖  ‖ ‖‖ ‖+*‖ ‖‖ ‖  ‖ ‖‖ ‖+

‖ ‖‖ ‖  ‖ ‖‖ ‖
 

Because :    

     (   )   
‖ ‖  ‖ ‖  ‖ ‖  ‖ ‖ 

 (‖ ‖‖ ‖  ‖ ‖‖ ‖)
 

Then  : 

‖ ‖  ‖ ‖  ‖ ‖   ‖ ‖‖ ‖      (   ) 

 ‖ ‖  ‖ ‖  

  ‖ ‖‖ ‖ { 
‖ ‖  ‖ ‖  ‖ ‖  ‖ ‖ 

 (‖ ‖‖ ‖  ‖ ‖‖ ‖)
} 

 
*‖ ‖  ‖ ‖ +‖ ‖‖ ‖  ‖ ‖‖ ‖*‖ ‖  ‖ ‖ +

‖ ‖‖ ‖  ‖ ‖‖ ‖
 

 
*‖ ‖‖ ‖  ‖ ‖‖ ‖+*‖ ‖‖ ‖  ‖ ‖‖ ‖+

‖ ‖‖ ‖  ‖ ‖‖ ‖
 

So that    : 

‖ ‖  ‖ ‖   

*‖ ‖‖ ‖  ‖ ‖‖ ‖+*‖ ‖‖ ‖  ‖ ‖‖ ‖+

‖ ‖‖ ‖  ‖ ‖‖ ‖
 

 
*‖ ‖‖ ‖  ‖ ‖‖ ‖+*‖ ‖‖ ‖  ‖ ‖‖ ‖+

‖ ‖‖ ‖  ‖ ‖‖ ‖
 

                              *‖ ‖‖ ‖  ‖ ‖‖ ‖+  

Then  : 

 ‖   ‖‖   ‖   ‖ ‖‖ ‖  ‖ ‖‖ ‖ 

 ( ) Known  ‖   ‖‖   ‖   ‖ ‖‖ ‖  ‖ ‖‖ ‖   will 

be proven     (    )    (   )     

     (    )  
‖ ‖   ‖ ‖  ‖ ‖ 

 ‖ ‖‖ ‖
 

Because  ‖ ‖  ‖ ‖ ‖ ‖  ‖ ‖    and    ‖ ‖  ‖ ‖   then : 

     (    )  
‖ ‖  ‖ ‖ 

 ‖ ‖‖ ‖
      

or       (    )         

Meanwhile : 

     (   )  
‖ ‖   ‖ ‖  ‖ ‖ 

 ‖ ‖‖ ‖
 

 

     (   )  
‖ ‖  ‖ ‖ 

 ‖ ‖‖ ‖
   

or        (   )       
So that it is obtained    (    )    (   )     

      

Theorem 3.  Let (  ‖  ‖) be a normed space over a field  . 

In   ,       -   with    (    )    (   )      then the 

rectangular area is : 

   √(  ‖ ‖)(  ‖ ‖)(  ‖ ‖)(  ‖ ‖)   

 √‖ ‖‖ ‖‖ ‖‖ ‖       

Proof.  

Suppose the area is wide   ,       -  symbolized      then : 

        =   area  ,     - + area  ,     - 
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         =     
 

 
‖ ‖‖ ‖      (   ) +  

 

 
‖ ‖‖ ‖      (    ) 

       =      ‖ ‖‖ ‖      (   )  +   

 ‖ ‖‖ ‖      (    )       (3.1) 

Meanwhile the rules of cosine apply : 

 ‖ ‖  ‖ ‖   ‖ ‖‖ ‖      (   )  ‖ ‖
  ‖ ‖  

 ‖ ‖‖ ‖      (    ) 
               

‖ ‖  ‖ ‖  ‖ ‖  ‖ ‖   ‖ ‖‖ ‖     (   )  
                                                                   

  ‖ ‖‖ ‖      (    )                    (3.2) 

From equations (3.1) and (3.2) are obtained : 

       (‖ ‖  ‖ ‖  ‖ ‖  ‖ ‖ )          
 =    ‖ ‖ ‖ ‖      (   )  + 

 ‖ ‖‖ ‖‖ ‖‖ ‖      (   )      (    )   
        +   ‖ ‖ ‖ ‖       (    )  +  

 ‖ ‖ ‖ ‖       (   ) +         

         ‖ ‖ ‖ ‖       (    )   

 ‖ ‖‖ ‖‖ ‖‖ ‖      (   )      (    ) 
  =    

( ‖ ‖ ‖ ‖     ‖ ‖ ‖ ‖ )(      (   )     
   (    ))  

             ‖ ‖‖ ‖‖ ‖‖ ‖ (     (   )      (    ) 
                                                                 (   )      (    )) 
  =    ( ‖ ‖ ‖ ‖   ‖ ‖ ‖ ‖ )   

 ‖ ‖‖ ‖‖ ‖‖ ‖(   (  (   )   (    )) 
  =    ( ‖ ‖ ‖ ‖   ‖ ‖ ‖ ‖ )   

 ‖ ‖‖ ‖‖ ‖‖ ‖(   (  )) 
  =    ( ‖ ‖ ‖ ‖   ‖ ‖ ‖ ‖ )   

 ‖ ‖‖ ‖‖ ‖‖ ‖(        ) 
  =     (‖ ‖‖ ‖  ‖ ‖‖ ‖)    16‖ ‖‖ ‖‖ ‖‖ ‖       

      =    ( (‖ ‖‖ ‖  ‖ ‖‖ ‖))  – (‖ ‖  ‖ ‖  
‖ ‖  ‖ ‖ )                                                                              
  16‖ ‖‖ ‖‖ ‖‖ ‖       

      =   (  ‖ ‖)(  ‖ ‖)(  ‖ ‖)(  ‖ ‖)   

16‖ ‖‖ ‖‖ ‖‖ ‖       

         = (  ‖ ‖)(  ‖ ‖)(  ‖ ‖)(  ‖ ‖)   

‖ ‖‖ ‖‖ ‖‖ ‖        ,   

With      ‖ ‖  ‖ ‖  ‖ ‖  ‖ ‖.  
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